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Plan de l’exposé

I Fluctuations pour les matrices de Haar
(d’après Diaconis et Evans)

I Rappel sur le mouvement brownien multiplicatif libre

I Théorème de la limite centrale et forme de la covariance

I Convergence de la covariance vers celle de Diaconis et
Evans et aspects combinatoires
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Schéma général

N(trf (UN(t))− E(trf (UN(t))))
t→∞−−−→ N(trf (UN)− E(trf (UN)))yN→∞

yN→∞

N (0, σt(f , f ))
t→∞−−−→ N (0, ‖f ‖2

H1/2
)
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Résultats sur les fluctuations des matrices de
Haar

Théorème (Diaconis-Evans)

Soit UN distribuée selon la mesure de Haar sur U(N), et f telle que
‖f ‖2
H1/2

:=
∑

j∈Z |j ||f̂ (j)|2 <∞, alors

N(tr f (UN)− E(tr f (UN))) −−−−→
N→∞

N (0, ‖f ‖2
H1/2

).

Démonstration : calcul des moments mixtes.

E(Tr(UN)jTr(UN)k) = δjk(j ∧ N).

Tr(UN)j =
∑j−1

r=0(−1)r s(j−r ,1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
r fois

)(UN) et

E(sλ(UN)sπ(UN)) = δλπ1`(λ)6N .



5

Rappels sur le mouvement brownien unitaire
sur le groupe unitaire

Au moins 3 façons de voir ce processus :

I (UN(t))t>0 est la solution de l’EDS

dUN(t) = dKN(t)UN(t)− 1

2
UN(t)dt,

avec KN mouvement brownien antihermitien.

I On met sur u(N) le produit scalaire (X ,Y )u(N) = NTr(X ∗Y ). On
considère le Laplacien ∆ sur U(N) associé à ce produit scalaire.
(UN(t))t>0 est le processus de Markov sur U(N) de générateur
1
2 ∆.

I La densité de UN(t) par rapport à la mesure de Haar sur U(N) est
donnée par

QN,t(U) =
∑
α∈ZN

↓

e−
c2(α)t

2N sα(IN)sα(U)
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Rappel sur la convergence vers le mouvement
brownien multiplicatif libre

Soit (A, τ) un ∗-espace de probabilités. Un mouvement brownien
multiplicatif libre est une collection d’éléments unitaires (ut)t>0 tels que

I Pour tous 0 6 t1 6 . . . ,6 tn, ut1 , ut2 u∗t1
, . . . , utn u∗tn−1

sont libres

I Pour tous s 6 t, utu∗s a même loi que ut−s

I Pour tout t > 0, ut a pour loi νt , probabilité sur U dont on
connâıt les moments, le support...

Théorème (Biane)

Si U
(1)
N , . . . ,U

(n)
N sont des browniens unitaires indépendants, la famille

converge au sens des distributions non-commutatives vers u(1), . . . , u(n)

des browniens multiplicatifs libres, libres entre eux.
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Théorème de la limite centrale pour une
famille de martingales

But : N(trf (UN(T ))− E(trf (UN(T )))) asymptotiquement gaussien.

On pose MF
N (t) := E(F (UN(T ))|FN,t), pour 0 6 t 6 T , avec F = trf .

A-t-on QN(T ) = N(MF
N (T )−MF

N (0)) asymptotiquement gaussien ?

Point clé : étude du crochet

Si E〈QN〉(t) −−−−→
N→∞

∫ t

0
σ(s)ds + contrôle Var〈QN〉(t)

alors QN(T ) est asymptotiquement N
(

0,
∫ T

0
σ(s)ds

)
.

On définit RN(T ) = e iξQN (T )− 1
2 ξ

2
R T

0
σ(s)ds .

Alors, dRN(t) = iξRN(t)dQN(t) + 1
2ξ

2RN(t)[σ(t)dt − d〈QN〉(t)] de sorte
que E(RN(T )) −−−−→

N→∞
1.
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Convergence de l’espérance du crochet

(UN(t))t>0 vérifie l’EDS

dUN(t) = dKN(t)UN(t)− 1

2
UN(t)dt,

avec KN mouvement brownien antihermitien.
Comme MF

N (t) = E(F (UN(T ))|FN,t) = (PT−tF )(UN(t)), la formule
d’Itô sur U(N) donne

MF
N (T )−MF

N (0) =

∫ T

0

N2∑
k=1

LXk
(PT−sF )(UN(s))d(Xk ,KN)u(N)(s),

avec Xk une b.o.n de u(N), de sorte que (Xk ,KN)u(N) sont des
mouvements browniens réels standards indépendants et LXk

est la
dérivation dans la direction Xk :

LXk
G (U) =

d

dt
G (UetXk )|t=0

.
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〈NMF
N 〉(T ) = N2

∫ T

0

N2∑
k=1

(LXk
(PT−sF )(UN(s)))2ds

= N2

∫ T

0

N2∑
k=1

(PT−sLXk
F )(UN(s)))2ds

= N2

∫ T

0

N2∑
k=1

EVN ,WN
[(LXk

F )(UN(s)VN(T − s))

(LXk
F )(UN(s)WN(T − s))]ds

On utilise ensuite
LY (trf )(U) = −itr(f ′(U)Y )

et
N2∑
k=1

tr(AXk)tr(BXk) = − 1

N2
tr(AB)
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E(〈NMF
N 〉(T )) =

∫ T

0

EUN ,VN ,WN
[tr(f ′(UN(s)VN(T − s))

f ′(UN(s)WN(T − s)))]ds

−−−−→
N→∞

∫ T

0

τ(f ′(usvT−s)f ′(uswT−s))ds

avec u, v ,w 3 browniens multiplicatifs libres, libres entre eux.

Contrôle la variance du crochet par des arguments standards de
concentration.

Idée générale : si f : U→ C est Lipschitzienne de norme Lipschitz 1,

trf : UN → C est de norme Lipschitz 1
N .



11

Enoncé du Théorème Central Limite

Pour f , g à dérivées lipschitziennes, T > 0,

σT (f , g) =

∫ T

0

τ (f ′(usvT−s)g ′(uswT−s)) ds,

avec u, v ,w 3 browniens multiplicatifs libres, libres entre eux.

Théorème
Soient f1, . . . , fn à dérivées lipschitziennes, T > 0, et

ΣT (f1, . . . , fn) = (σT (fi , fj))16i,j6n

N (tr fi (UN(T ))− E(tr fi (UN(T ))))16i6n

(d)−−−−→
N→∞

N (0,ΣT (f1, . . . , fn))

au sens de la convergence en distribution des vecteurs aléatoires.
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Etude de la covariance et convergence en
temps grand

But : ∀f , g ∈ H1/2, σT (f , g) −−−−→
T→∞

(f , g)H1/2
.

I Etendre la définition de σT (f , g) a des fonctions H1/2,

I Montrer la convergence

Outil : calcul stochastique libre

(ut)t>0 vérifie l’EDS libre

dut = iutdxt −
1

2
utdt,

avec (ut)t>0 un brownien additif libre.



13

On étudie τj,k(T ) =
∫ T

0
τ
(
(usvT−s)j(uswT−s)k

)
ds.

On a le système triangulaire

τ̇j,k(T ) = µj+k(T )− |j |+ |k |
2

τj,k(T )

−
|j|−1∑
l=1

(|j | − l)µl(T )τsgn(j)(|j|−l),k(T )

− terme analogue,

avec µj(T ) = τ(uk
T ).

Ce qui permet de montrer que

τj,k(T ) =
δj,−k

|j |
+ e−

|j|+|k|
2 T Rj,k(T ),

avec Rj,k des polynômes.
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Cela permet de montrer que si
∑
|j ||f̂ (j)|2 <∞ et

∑
|j ||ĝ(j)|2 <∞,

−
∑
j,k∈Z

jk f̂ (j)ĝ(k)τj,k(T ) −−−−→
T→∞

∑
j∈Z
|j |f̂ (j)ĝ(j)
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Interprétation combinatoire du système
d’EDO vérifé par les τj ,k

Par les résultats de Thierry, on a

E
[
tr(UN(T )j)tr(UN(T )k)

]
− E

[
tr(UN(T )j)

]
E
[
tr(UN(T )k)

]
= e−(j+k) T

2

 ∞∑
n,d=0

(−T )n

n!N2d
S((1 . . . j)× (1 . . . k), n, d)

−
∞∑

n1,n2,d1,d2=0

(−T )n1+n2

n1!n2!N2(d1+d2)
S((1 . . . j), n1, d1)S((1 . . . k), n2, d2)



lim
N→∞

N2
(
E
[
tr(UN(T )j tr(UN(T )k)

]
− E

[
tr(UN(T )j)

]
E
[
tr(UN(T )k)

])
=

e−(j+k) T
2

∞∑
n=0

(−T )n

n!
S ′((1 . . . j)× (1 . . . k), n, 1) = −jkτj,k
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Donc le système vérifié par les τj,k se traduit par

S ′((1 . . . j)× (1 . . . k), n + 1, 1) = jk S((1 . . . j + k), n, 0)

+ j

j−1∑
l=1

n∑
p=0

(
n

p

)
S((1 . . . l), p, 0)S ′((1 . . . j − l)× (1 . . . k), n − p, 1)

+ k
k−1∑
m=1

n∑
q=0

(
n

q

)
S((1 . . .m), q, 0)S ′((1 . . . j)× (1 . . . k −m), n − q, 1).
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Difficulté de l’analyse des τj ,k en temps petit
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Fig.: Pour k ∈ {1, . . . , 15}, σT (sk , sk+1) avec sk(e iθ) = sin(kθ) sur
T ∈ [0, 6].


