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מספר מחברת:


19.9.2005
ט"ו אלול תשס"ה

בחינה בסיבוכיות

עודד שוורץ
משך המבחן: שלוש שעות.
חומר סגור, ללא שימוש במחשבונים.
נא לכתוב מספר מחברת  ו-ת.ז. בראש כל עמוד.
תשובות לשאלות יש לתת בטופס זה בלבד.

מחברת הבחינה תשמש לטיוטה בלבד ולא תיבדק.

במבחן 4 שאלות. 
ניקוד המבחן: לשלוש התשובות הטובות  - 30 כל אחת. לתשובה הנותרת  - 10.
בכל שאלה אפשר להסתמך על נכונות סעיפים קודמים, גם אם לא פתרת אותם.
בהצלחה
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	סה"כ


נוסחאות

אי שוויון Markov:

אם X משתנה מקרי אי-שלילי אז:
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אי שוויון Chebyshev:

לכל משתנה מקרי מתקיים:
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אי שוויון Chernoff:

אם 
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(כלומר X הוא סכום של n משתנים מקריים בלתי תלויים, כל אחד בסיכוי p שווה 1 ובסיכוי      (1-p) שווה ל-0, וכן E[X] =np   )
אז:
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1. 

א. הוכיחו שהבעיה הבאה ב-NL.
קלט: גרף מכוון G עם n צמתים, ולכל קשת משקל חיובי.
מותר להניח שמשקל כל קשת חסום על ידי פולינום במספר הצמתים.
שאלה: האם הגרף מקיים את אי שוויון המשולש? (כלומר האם לכל קשת מכוונת (x, y) משקל הקשת קטן-שווה ממשקל כל מסלול מכוון בגרף מ-x ל-y).

[image: image6]
ב.  
הוכיחו שהבעיה מהסעיף הקודם היא גם NL קשה.
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2. 
משחק הסודוקו הוא המשחק הבא:
קלט: טבלה בגודל 
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  שבה חלק מהמשבצות ריקות ובחלק מהמשבצות מופיעים שלמים מהתחום 1 עד 
[image: image9.wmf]2
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. הטבלה מחולקת ל-
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 תתי-טבלאות בגודל 
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המטרה: למצוא פתרון חוקי למשחק, כלומר למצוא מילוי לכל המשבצות הריקות בטבלה במספרים שלמים מהתחום 1 עד
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, לפי הכללים הבאים:

בכל שורה ובכל טור צריכות להופיע כל הספרות בין 1 ל-
[image: image13.wmf]2
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.
בכל אחת מ-
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 תתי-הטבלאות צריכות להופיע כל הספרות בין 1 ל-
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לדוגמה, עבור הקלט המופיע בצד ימין (n = 3), פתרון אפשרי מופיע בצד שמאל:
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בעיית ההכרעה Soduko היא: 
קלט: כפי שמוגדר בתאור המשחק הנ"ל.

שאלה: האם קיים פתרון חוקי למשחק?
בעיית החיפוש Soduko היא:

קלט: כפי שמוגדר בתאור המשחק הנ"ל.

מטרה: למצוא פתרון חוקי למשחק, אם קיים פתרון כזה (אחרת לענות "אין").
מותר להניח שלפחות חצי מהטבלה מלאה. המשך השאלה בעמוד הבא.

א.   הראו רדוקציה עצמית ל- Soduko, כלומר הראו רדוקציה Turing פולינומית מבעיית החיפוש Soduko לבעיית ההכרעה  Soduko.

[image: image16]
ב.  הראו שאם בעיית ההכרעה Soduko שלמה ב-PSPACE אז ההיררכיה הפולינומית קורסת.
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3. 
בעיית זוג הסוכנים - 2TSP  - היא הבעיה הבאה:

קלט: גרף מלא לא מכוון, עם 2n צמתים ומשקלים אי שליליים על הקשתות. המשקלים מקיימים את אי שיוויון המשולש.

מטרה: למצוא שני מעגלים פשוטים זרים בצמתים, בגודל n צמתים כל אחד, כך שסכום משקלי הקשתות של שניהם ביחד הוא מינימלי.

הראו שבעיית 2TSP  קשה לקרוב לפחות כמו בעיית TSP עם אי-שיוויון המשולש (על גרף לא מכוון). 

כלומר הראו שאם יש אלגוריתם קרוב פולינומי המבטיח יחס קרוב c עבור 2TSP  אז יש גם אלגוריתם קרוב פולינומי המבטיח יחס קרוב c עבור  TSP עם אי שיוויון המשולש.

[image: image18]
4. רוצים אלגוריתם קרוב לבעיה הבאה:

קלט: נוסחת CNF שבה m1​ הסגרים בגודל 1,  m2​ הסגרים בגודל 2,  m3​ הסגרים בגודל 3. (בהסגר בגודל i יש i משתנים שונים).
מטרה: למצוא הצבה שתספק מספר מקסימלי של הסגרים.
א.הציעו אלגוריתם פולנומי שמבטיח למצוא הצבה שמספקת לפחות 
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 הסגרים.
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 SHAPE  \* MERGEFORMAT 
[image: image21]
[image: image22]

ב.
הציעו אלגוריתם שמבטיח למצוא הצבה שמספקת יותר הסגרים (מהמובטח בסעיף א') 

 אם נתון  שהנוסחה בקלט היא ספיקה וכן ש-
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 SHAPE  \* MERGEFORMAT 
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 SHAPE  \* MERGEFORMAT 
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הוכחת נכונות:


יש הצבה שמספקת את כל ההסגרים, ולכן בשלב I לא נגרום להסגר להכיל רק ליטרלים שקיבלו F.


מספר ההסגרים שנספק לכן הוא לפחות m1 (משלב I) ועוד תוחלת מספר ההסגרים המסופקים בהצבה מקרית לנוסחה הנותרת (הקלט עבור שלב 2). הנוסחה הנותרת מכילה לכל היותר  m2+m3 הסגרים, שגודלם לפחות 2 (לפי שלב I) ולכל היותר 3. לכן התוחלת היא לפחות � EMBED Equation.DSMT4  ���. 


נותר להראות ש: � EMBED Equation.DSMT4  ���


בהינתן � EMBED Equation.DSMT4  ���.








הוכחה:


טענה: Soduko שייכת ל-NP. 


הוכחה:...


מסקנה: אם Soduko היא גם PSPACE קשה אז לכל בעיה A ב-PSPACE יש רדוקציה פולינומית ל- Soduko, לכן A שייכת ל-NP, כלומר PSPACE מוכלת ב-NP.


נראה שהנ"ל גורר PH=NP. ברור ש-PH מכילה את NP.


תהי B בעיה ב-PH. כלומר � EMBED Equation.DSMT4  ��� עבור i מסויים.  TQBFi היא בעיה � EMBED Equation.DSMT4  ��� קשה, לכן יש רדוקציה פולינומית מ-B ל-TQBFi. אבל TQBFi היא גם מקרה פרטי של TQBF שהיא ב-PSPACE ולכן ב-NP. מכאן ש-B שייכת ל-NP. כלומר PH=NP.








ניתוח זמן ריצה:


...





n2





n





הוכחה:


האלגוריתם: נשאל את האורקל האם הטבלה בשפה. אם לא – נחזיר 'לא' ונעצור.


אם כן  - נעבור על כל התאים הריקים בטבלה. בכל תא ננסה להציב את הערכים 1 עד n2. אחרי כל הצבה נשאל את האורקל לגבי הטבלה במצבה הנכחי. אם התשובה שלו היא 'לא' – נעבור לערך הבא. אם התשובה היא 'כן' לא נשנה עוד את התא הנכחי ונעבור לתא הבא. בסוף האלגוריתם – כל התאים יהיו מלאים בצורה חוקית. המילוי יהיה הפתרון של האלגוריתם.





זמן ריצה: מספר תאים ריקים O(n4). לכל תא ריק מנסים להציב לכל היותר n2 ערכים. אחרי כל הצבה מעתיקים את הטבלה לסרט האורקל – O(n4). סה"כ זמן ריצה O(n10) במקרה הגרוע ביותר, שזה פולינומיאלי בגודל הקלט (לפי הנתון הוא � EMBED Equation.DSMT4  ���).


נכונות: ...(בדומה לכל הוכחות הנכונות שראינו בכיתה עבור רדוקציה עצמית).





הוכחה: נקרא לבעיה A. נראה � EMBED Equation.DSMT4  ���. ידוע ש: NL = co-NL (משפט Immerman-Szelepscényi) ולכן נסיק  � EMBED Equation.DSMT4  ���. להלן מכונת ה-NL עבור � EMBED Equation.DSMT4  ���: המכונה תנחש קשת (x,y). המכונה תנחש מסלול מ-x ל-y, צומת אחרי צומת. בכל צעד תוסיף את משקל הקשת עליה עברה למשתנה W. אם W גדול ממשקל הקשת (x,y) תעצור ותחזיר T. אם הגיעה ל-y או לצומת ללא קשתות יוצאות תחזיר F. 


נכונות: אם יש קשת שמפרה את א"ש המשולש עם מסלול כלשהו אז ניחוש הקשת והמסלול הללו יגרמו למכונה להחזיר T. אחרת כל ניחוש לא יסתיים בהחזרת T.


מקום: ארבעה משתנים עבור שמות צמתים (x, y, הצומת נכחי, והצומת הבא) כל אחד בגודל לוגריתמי. משתנה עבור סכום מצטבר (ערכו חסום ע"י פולינום לכן גדלו לוגריתמי). מספר קבוע של מונים נוספים לצורך חיפוש בסרט הקלט. סה"כ מקום לוגריתמי.








הוכחה: נראה ש: � EMBED Equation.DSMT4  ���. ולכן � EMBED Equation.DSMT4  ���. כלומר � EMBED Equation.DSMT4  ���. כיוון ש-� EMBED Equation.DSMT4  ��� נסיק ש-� EMBED Equation.DSMT4  ���.


הרדוקציה: עבור קלט (G,s,t) אם יש קשת (s,t) נחזיר משולש שמפר את א"ש המשולש. אחרת נחזיר את הגרף G’ – כמו G עם קשת נוספת (s,t). נמשקל את הגרף באופן הבא: כל קשת מקורית – משקל 1. הקשת (s,t) משקל n (n מספר הצמתים). 


ברור שניתן לבצע את הרדוקציה הנ"ל במקום לוגריתמי.


נכונות: אם ב-G יש מסלול מ-s ל-t אז: אם אורכו 1 – ברור (הרדוקציה מחזירה משולש מפר). אם אורכו גדול מ-1 (אבל אורכו בקשתות בהכרח קטן מ-n)  אז הקשת החדשה (s,t) מפירה את א"ש המשולש. 


אם ב-G אין מסלול מ-S ל-t אז הקשת החדשה (s,t) לא יכולה להפר את א"ש המשולש. כל קשת אחרת לא יכולה להפר כי משקלה 1 ומשקל כל מסלול אחר בין שני צמתיה הוא לפחות 2.





האלגוריתם:


I. נציב ערך למשתנים בהסגרים בגודל 1 כך שנספק כל ההסגרים בגודל 1.  נמחק כל הסגר מסופק, בכל הסגר נותר נמחק כל ליטרל שקיבל F. (יתכן שחלק מההסגרים בגודל 2 ו-3 יסופקו או שמספר הליטרלים שלהם יפחת).


אם נוצרו עוד הסגרים בגודל 1 נמשיך בתהליך הנ"ל עד שלא ישארו הסגרים בגודל אחד.


II. את שאר ההסגרים נספק כמו בסעיף הקודם.





האלגוריתם:


נחזור בדיוק על האלגוריתם שנלמד בכיתה לקרוב בעיית E3SAT.





הוכחה:





הרעיון: בהנתן קלט עבור TSP, נשכפל את הגרף (תוך שמירה על המשקלים המקוריים) ובין כל שני צמתים אחד מכל עותק, נמתח קשת במשקל גבוה מאוד, למשל 2cnW כאשר W המשקל המקסימלי ב-G.


ניתן את הגרף הממושקל שהתקבל לאלגוריתם קרוב c עבור בעיית 2TSP. הפתרון המתקבל ע"י אלגוריתם הקרוב יהיה שני מעגלים, אחד על כל עותק של G (הוכחה בהמשך). נחזיר את שסכום משקלי קשתותיו קטן יותר





טענה: האלגוריתם הנ"ל הוא פולינומי.


הוכחה:...





טענה I: הגרף שייצרנו מקיים את א"ש המשולש.


הוכחה: ...





טענה: בכל פתרון שהוא C קרוב לבעיית 2TSP על הגרף החדש אין שימוש בקשתות חדשות (במשקל 2cnW)  אלא רק בקשתות מקוריות משני העותקים של G. לכן הקרוב המתקבל הוא שני מעגלים, אחד על כל עותק של G.


הוכחה:...





טענה: לפחות אחד משני המעגלים שמתקבלים בפתרון הוא קרוב c של בעיית TSP על G.


הוכחה:...





מסקנה:...
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ניתוח זמן ריצה:


כמו שראינו בכיתה.





הוכחת נכונות:


בדומה להוכחה באינדוקציה שראינו בכיתה. 


המעבר – בדיוק אותו הדבר.


הוכחת בסיס האינדוקציה – באופן דומה, אלא שצריך להוכיח שתוחלת מספר ההסגרים המסתפקים בהצבה מקרית היא  � EMBED Equation.DSMT4  ���.
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