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        סיבוכיות 2006 סמסטר ב' מועד א'
תעודת זהות:
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גירסה 1

מספר מחברת:


30.6.2006

ד' בתמוז תשס"ו
בחינה בסיבוכיות
פרופ' מולי ספרא, עודד שוורץ

משך המבחן: ארבע שעות.
חומר סגור, ללא שימוש במחשבונים.
נא לכתוב מספר מחברת  ו-ת.ז. בראש כל עמוד.

תשובות לשאלות הפתוחות יש לתת בטופס זה בלבד.
תשובות לשאלות האמריקאיות יש לרשום בתשובון המצורף. 
מחברת הבחינה תשמש לטיוטה בלבד ולא תיבדק.
במבחן 8 שאלות אמריקאיות ו-3 שאלות פתוחות.
כל שאלה פתוחה 20 נקודות. כל שאלה אמריקאית 7 נקודות. סה"כ 116 נקודות.
בכל שאלה אפשר להסתמך על נכונות סעיפים קודמים, גם אם לא פתרת אותם.
בהצלחה

	ניקוד
	שאלה

	
	
	
	
	1

	
	
	
	
	2

	
	
	
	
	3

	
	
	
	
	4

	
	סה"כ


1. אם RP=coRP אז בהכרח:

א. ZPP=RP

ב. P=BPP

ג. א+ב
ד. אף אחד מהנ"ל.

2. אם BPP=coBPP אז בהכרח:

א. NP=coNP

ב. ZPP=RP

ג. P=BPP

ד. א+ב+ג

ה. אף אחד מהנ"ל.
3. אם P=NP איזה מהמחלקות הבאות יזדהו עם P?

א. BPP
ב. RP
ג. coNP

ד. א+ב

ה. א+ב+ג

ו. אף אחת מהנ"ל.

4. איזה מהבאים לא ייתכן, בהנחה ש-P שונה מ-NP?

א. 
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ב. 
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ג.
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ד 
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ה. א+ג.

ו. ב+ד.

5. לכמה מהבעיות הבאות יתכן אלגוריתם קרוב 
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2

 (בזמן ריצה פולינומי) בהנחה ש-P שונה מ-NP?

Clique

E3SAT

IndependentSet

MaxCut

E4NAE

א. 1

ב. 2

ג. 3

ד. 4

ה. 5

ו. 0

6. אילו מהטענות הבאות נכונות?

א. 
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ב. 
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ג. 
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ד. א+ב

ה. א+ג

ו. ב+ג

7. בהנחה ש-P שונה מ-NP, מה מהבאים אינו אפשרי?

א. קיימת שפה L כך ש: 
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 וגם 
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ב. קיימת שפה L כך ש: 
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 וגם 
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ג. קיימת שפה L כך ש: 
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ד. קיימת שפה L כך ש: 
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ה. א+ג

ו. א+ג+ד

8. מהי המחלקה הקטנה ביותר (ביחס להכלה) אליה שייכת הבעיה הבאה:
קלט: נוסחת 3CNF עם m הסגרים ו-n משתנים כאשר n=lg m.

שאלה: האם קיימת השמה שמספקת את (?

א. P

ב. NP

ג. co-NP
ד. NP ( co-NP
ה. L
ו. NL

ההגדרה הבאה היא עבור שאלות I+II.
נגדיר את בעיית Constraint-Graph (בקיצור CG):

קלט: גרף לא מכוון G = (V, E), א"ב סופי (, וקבוצת אילוצים C - אילוץ ce לכל קשת e, 
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נאמר שאילוץ 
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 מסתפק על ידי הצבה 
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 מטרה: למצוא הצבה A של ערכים מ-( לכל אחד מהצמתים, כלומר 
[image: image21.wmf]:
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 כך שהאילוצים של מספר מקסימלי של קשתות יהיו מסופקים.

 לדוגמה, עבור הקלט הבא ל CG:


[image: image22]
ההצבה הטובה ביותר מספקת שלושה אילוצים, למשל:


[image: image23]
I.

א.

עבור קלט ל-CG : (G,(,C) נתון ש-
[image: image24.wmf]4
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 וכן שלכל קשת בגרף האילוץ של הקשת לא ריק: 
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הוכיחו שיש הצבה שמספקת לפחות 
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 מהאילוצים.
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ב. הציעו אלגוריתם קרוב פולינומי כך שאם 
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 אז האלגוריתם מבטיח יחס קרוב  קבוע.  
מותר להניח שאין אילוצים ריקים.
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 SHAPE  \* MERGEFORMAT 
[image: image31]
II. 

א. הראו שהבעיה CG היא NP קשה.
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ב. נתון ש:
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 גם כאשר 
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הראו שקיים קבוע 
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(בלי להשתמש במשפט שציטטנו בכיתה שאומר 
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(אפשר להמשיך את התשובה בצד השני של הדף).


[image: image38]

III. 

ראינו בכיתה הוכחת קשיות לקרוב של בעיית Clique-Cover-Number   (CCN).

א. 
כתבו את הבניה, כלומר את הרדוקציה ללא הוכחת נכונות וזמן ריצה (אין צורך לתאר את בניית הטרנספורמציה T. מספיק להגדיר את התנאים שהיא מקיימת).


[image: image39]
ב.

הראו שאם הגרף בתחילת הרדוקציה הוא רגולרי וגם בכל שיכבה יש את אותו מספר צמתים (בנוסף לשאר התכונות שלו) אז גרף הפלט הוא גם רגולרי.

[image: image40]
הוכחה:


נראה רדוקציה פולינומית (למעשה לוגריתמית במקום). בהינתן (G,(,C) קלט ל-CG (עם n צמתים ו-m קשתות) נייצר� EMBED Equation.DSMT4  ��� - נוסחת 3-CNF באופן הבא:


א. לכל צומת � EMBED Equation.DSMT4  ��� נגדיר 11 משתנים בולאנים  � EMBED Equation.DSMT4  ��� (נחשוב על הצבה למשתנים אלו כקידוד בינרי של הצבה ל-� EMBED Equation.DSMT4  ���.


ב. לכל זוג צמתים � EMBED Equation.DSMT4  ��� שמחוברים בקשת e עם אילוץ ce נרשום נוסחת CNF שבודקת האם ההצבה למשתנים של � EMBED Equation.DSMT4  ��� וההצבה למשתנים � EMBED Equation.DSMT4  ��� מקודדות זוג ערכים שמספק את האילוץ ce. נשים לב שהנ"ל ניתן לביצוע כיוון שמספר ההצבות האפשריות ל-22 המשתנים הנ"ל הוא 222  (כלומר קבוע) לכן אפשר לרשום את טבלת האמת של התנאי ולהפוך אותה ל-CNF (למשל – לרשום את ה-DNF של התנאי המשלים ואז להפוך אותו על ידי שלילה ל-CNF). המעבר מ-CNF ל- 3-CNF הוא כמו ברדוקציה מ-SAT ל-3-SAT.


ג. הפלט של הבניה הוא � EMBED Equation.DSMT4  ��� של כל נוסחאות ה-3-CNF של כל האילוצים. נשים לב שמספר ההסגרים ב-� EMBED Equation.DSMT4  ��� הוא � EMBED Equation.DSMT4  ��� .





זמן ריצה: לכל אילוץ מקורי מייצרים נוסחת 3-CNF בזמן קבוע. סה"כ זמן לינארי (למעשה ברור שהנ"ל במקום לוגריתמי).





נכונות:





� EMBED Equation.DSMT4  ���: אם יש הצבה שמספקת את כל אילוצי הגרף אז הקידוד שלה למשתנים הבולאנים יספק את כל � EMBED Equation.DSMT4  ���.





� EMBED Equation.DSMT4  ���: נסתכל על הצבה כלשהי ל-� EMBED Equation.DSMT4  ���. אם יש קבוצה של משתנים � EMBED Equation.DSMT4  ��� שההצבה להם לא מתאימה לקידוד של ערך מתוך ( אז אף אחד מנוסחאות ה-CNF שמתאימות לאילוצים על הקשתות של המשתנה הזה לא תסופק.


לכן, ל.ה.כ, ניתן לפרש את ההצבה ל-� EMBED Equation.DSMT4  ��� כהצבה לצמתי גרף האילוצים. כל אילוץ שמסופק – נוסחת ה-CNF שמתאימה לו מסופקת. כל אילוץ שאינו מסופק – יש לפחות הסגר אחד לא מסופק בנוסחת ה-CNF המתאימה לו .


כיוון שבכל הצבה ל-G יש לפחות � EMBED Equation.DSMT4  ��� אילוצים לא מסופקים, נסיק שבכל הצבה ל-� EMBED Equation.DSMT4  ��� יש לפחות � EMBED Equation.DSMT4  ��� הסגרים לא מסופקים (מתוך � EMBED Equation.DSMT4  ���). 


לסיכום: 





הראינו  � EMBED Equation.DSMT4  ��� כאשר t הוא מספר ההסגרים ב-� EMBED Equation.DSMT4  ���.


לכן קיים קבוע � EMBED Equation.DSMT4  ���, כך ש-� EMBED Equation.DSMT4  ���.




































































תאור האלגוריתם:


האלגוריתם יפעל בעזרת חישוב תוחלת מותנית.


בשלב i נבחר צומת כלשהו שעדיין לא בחרנו עבורו הצבה (נקרא לו � EMBED Equation.DSMT4  ���). ננסה עבורו כל אחת מ-� EMBED Equation.DSMT4  ��� ההצבות האפשריות.


לכל הצבה נחשב את תוחלת מספר האילוצים על המסופקים ידי הצבה אקראית  בהינתן ההצבה לצומת � EMBED Equation.DSMT4  ��� ולשאר הצמתים � EMBED Equation.DSMT4  ���  שכבר בחרנו עבורם ערך.


נבחר עבור � EMBED Equation.DSMT4  ��� הצבה שתביא למקסימום את התוחלת המותנית.


בסוף התהליך נקבל הצבה לכל הצמתים.








חישוב התוחלת המותנית יעשה באופן הבא:


לכל קשת � EMBED Equation.DSMT4  ���נחשב את התרומה שלה לתוחלת:


א. אם נקבע כבר ערך גם ל-u וגם ל-v אז הקשת תורמת 1 אם ההצבות מספקות את האילוץ של הקשת  ו-0 אחרת (כי האילוץ של הקשת מסופק או לא מסופק ללא תלות בהגרלה למשתנים שערכם טרם נקבע).


ב. אם לא נקבע ערך לאף אחד משני הצמתים אז הקשת תורמת � EMBED Equation.DSMT4  ��� (כאשר � EMBED Equation.DSMT4  ���הוא מספר זוגות הערכים שמספקים את האילוץ ולכן � EMBED Equation.DSMT4  ��� הוא הסיכוי של האילוץ להסתפק ולכן גם תרומתו לתוחלת ).


ג. אם צומת אחד של הקשת נקבע והשני לא (ל.ה.כ. v נקבע להיות a) אז הקשת תורמת לתוחלת � EMBED Equation.DSMT4  ��� כלומר הסיכוי של האילוץ להסתפק בהינתן ש- v נקבע להיות a. נשים לב שערך זה עלול להיות 0.





ניתוח זמן ריצה:


לולאה חיצונית עוברת על |V| הצמתים. עבור כל צומת עוברים על כל הערכים ב-� EMBED Equation.DSMT4  ���. לכל צומת וערך לצומת מחשבים תוחלת מותנית על כל הגרף, כלומר עוברים על כל |E| קשתות הגרף ולכל קשת מחשבים תוחלת בזמן � EMBED Equation.DSMT4  ���. סה"כ זמן ריצה � EMBED Equation.DSMT4  ��� כלומר זמן פולינומי.





הוכחה:


נוכיח בשיטה ההסתברותית.


נגריל הצבה לכל הצמתים. נסמן ב-Xe את המשתנה המקרי שמקבל 1 אם האילוץ של הקשת e הסתפק ו-0 אחרת. ישנם � EMBED Equation.DSMT4  ��� זוגות ערכים ששני צמתי e יכולים לקבל. מתוכם לפחות זוג אחד מספק את האילוץ (כי האילוץ לא ריק). לכן � EMBED Equation.DSMT4  ��� ומכאן ש-� EMBED Equation.DSMT4  ���


כיוון שתוחלת של סכום היא סכום התוחלות נקבל שתוחלת מספר האילוצים המסופקים היא:


� EMBED Equation.DSMT4  ���


אבל אם זו התוחלת אז יש לפחות הצבה אחת שמשיגה את הערך הזה, 


כלומר יש הצבה לצמתים שמספקת לפחות � EMBED Equation.DSMT4  ��� מכל האילוצים.








הוכחה:


נראה על ידי רדוקציה פולינומית (למעשה לוגריתמית במקום) מבעיית 3-Col.


נשים לב ש-3-Col היא מקרה פרטי של CG שבו � EMBED Equation.DSMT4  ��� וכן לכל קשת e האילוץ הוא:� EMBED Equation.DSMT4  ���. כיוון שבעיית ההכרעה 3-Col היא NP קשה, נקבל שבעיית ההכרעה "האם ניתן לספק את אילוצי כל הקשתות בקלט ל-CG" היא בעיה NP קשה, ולכן גם בעיית האופטימיזציה CG היא NP קשה.
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A(x)=c
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A(w)=a





c(u,w)={(b,a),(b,b)}





c(u,v)={(c,a),(c,b)}








c(x,w)={(c,a), (a,c)}





A(u)=b





c(u,x)={(a,a),(a,b),(b,c)}
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יחס הקרוב המובטח הוא: � EMBED Equation.DSMT4  ���





הוכחת יחס הקרוב: בדומה לסעיף א', נסמן ב-Xe את המשתנה המקרי שמקבל 1 אם האילוץ של הקשת e הסתפק ו-0 אחרת. כל אילוץ לא ריק, לכן � EMBED Equation.DSMT4  ��� ולכן: � EMBED Equation.DSMT4  ��� לכן: � EMBED Equation.DSMT4  ���


בכל שלב בוחרים את הערך למשתנה שנותן מקסימום מבין כל � EMBED Equation.DSMT4  ��� התוחלות המותנות. אבל לפחות אחת התוחלות המותנות בשלב i גדולה או שווה לתוחלת המותנית מהשלב הקודם כי:


� EMBED Equation.DSMT4  ���


ולכן מצאנו הצבה שמספקת לפחות � EMBED Equation.DSMT4  ���אילוצים. האופטימום הוא לכל היותר � EMBED Equation.DSMT4  ���לכן זהו קרוב � EMBED Equation.DSMT4  ���.





הוכחה:


התנאי על T מבטיח שאין שתי קשתות בגרף המקורי G שממופות לאותה הקשת בגרף החדש G’.


לכן הדרגה של כל צומת ב-G’ היא סכום כל הדרגות של כל הצמתים בשכבה המתאימה ב-G (כל קשת שיוצאת משכבה i ב-G תופיע בכל הצמתים בשכבה i ב-G’). 


כלומר אם G הוא d רגולרי ובכל שכבה שלו יש r צמתים אז G’ הוא rd רגולרי.





בניה:


ראו במצגות של הקורס.
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