מתמטיקה בדידה - תרגיל מס' 10  - פתרונות

1. בכמה דרכים ניתן להושיב  n זוגות על ספסל בן  2n מקומות כך ש-
1.   כל אישה תשב לצד בעלה
פתרון: 
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2. אף אישה לא תשב לצד בעלה
פתרון: נסמן ב - 
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 את המקרים בהם אישה i יושבת ליד בעלה.
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, וכך הלאה. לכן הפתרון: 
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2. בכמה דרכים ניתן לקבל 17 בהטלת 5 קוביות שונות?
פתרון: כמספר האפשרויות לחלק 17 כדורים ל – 5 תאים, כך שבכל תא לפחות כדור אחד, ולא יותר מ – 6. זהו גם מספר האפשרויות לחלק 12 כדורים ל – 5 תאים, כך שבאף תא אין יותר מ – 5 כדורים. סך כל האפשרויות הוא: 
[image: image6.wmf]÷
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. עוצמת החיתוך של יותר משתי קבוצות שונות היא אפס. לכן הפתרון הוא: 
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3. בכמה תמורות של האותיות A,B,C,D,E,F,G,H   לא מופיעות המחרוזות הבאות:
1. AB, DE, EF
פתרון: תהי 
[image: image10.wmf]1
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 קבוצת התמורות בהן מופיע AB. תהי 
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 קבוצת התמורות בהן מופיע DE. תהי 
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 קבוצת התמורות בהן מופיע EF. 
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2. ABC, DE, EF
פתרון: תהי 
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 קבוצת התמורות בהן מופיע ABC. תהי 
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 קבוצת התמורות בהן מופיע DE. תהי 
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 קבוצת התמורות בהן מופיע EF. 
[image: image20.wmf]!

7

!

6

3

2

1

=

=

=

A

A

A

. 
[image: image21.wmf]!

6

!

5

3

2

3

1

2

1

=

Ç

=

Ç

=

Ç

A

A

A

A

A

A

. 
[image: image22.wmf]!

4

3

2

1

=

Ç

Ç

A

A

A

. לכן הפתרון הוא: 
[image: image23.wmf]30456

!

4

!

6

!

5

2

!

6

!

7

2

!

8

=

-

+

×

+

-

×

-

.

3. ABC, CDE, DEF
פתרון: תהי 
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 קבוצת התמורות בהן מופיע ABC. תהי 
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 קבוצת התמורות בהן מופיע CDE. תהי 
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 קבוצת התמורות בהן מופיע DEF. 
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4. בכמה דרכים ניתן לחלק 50 כדורים זהים לשלושה תאים כך שבתא הראשון יהיו פחות מ – 10 כדורים, בשני פחות מ – 20 ובשלישי פחות מ – 30?
פתרון: נסמן ב – A את הדרכים לחלק 50 כדורים ל – 3 תאים. נסמן ב – 
[image: image31.wmf]1

A

 את הדרכים לחלק 50 כדורים ל – 3 תאים כך שבתא 1 לפחות 10 כדורים. נסמן ב – 
[image: image32.wmf]2
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 את הדרכים לחלק 50 כדורים ל – 3 תאים כך שבתא 2 לפחות 20 כדורים. נסמן ב – 
[image: image33.wmf]3
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 את הדרכים לחלק 50 כדורים ל – 3 תאים כך שבתא 3 לפחות 30 כדורים.
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5. בכמה דרכים שונים ניתן לחלק 50 כדורים שונים לשלושה תאים כך שאף תא לא יהיה ריק?
פתרון: 
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4. בכל משבצת של ריבוע n על n , יש לרשום X או O. בכמה דרכים ניתן למלא את הריבוע כך ש:
1. בכל עמודה יהיה בדיוק X אחד
פתרון: 
[image: image44.wmf]n

n


2. בכל עמודה יהיה לפחות X אחד
פתרון: בכל עמודה, מבין כל הסימונים האפשריים נחסיר את האפשרויות שאף ריבוע לא מסומן: 
[image: image45.wmf](
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3. בכל שורה ובכל עמודה יהיה לפחות X אחד
פתרון: נסמן ב - 
[image: image46.wmf]i
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 את האפשרות שבשורה i אין סימון. נסמן ב - 
[image: image47.wmf]i
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 את האפשרות שבעמודה  i אין סימון.
העוצמה של חיתוך i קבוצות שונות מ – A, ו – j קבוצות שונות מ – B הוא: 
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5. מטילים  n קוביות שונות.
1. מהו מספר התוצאות האפשריות של ההטלה?
פתרון: 6n.
2. מהו מספר התוצאות האפשריות בהן מופיע כל אחד מהמספרים 1 עד 6 לפחות פעם אחת?
פתרון:
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6. 2n ליצנים יושבים בקרוסלה עם הפנים פנימה.  כל אחד מהם רואה מולו בדיוק ליצן אחד. בכמה אופנים הם יכולים להחליף מקומות כך שכל אחד מהם יראה ליצן חדש מולו, אם:
1. המקומות בקרוסלה מסומנים.
2. המקומות בקרוסלה לא מסומנים.
פתרון: המספר הכולל של אפשרויות לסידור הליצנים הוא 2n!. נסמן ב – Pi את קבוצת הסידורים בהם הזוג ה – i ממוקמים זה מול זה. 
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 שכן יש 2n אפשרויות למיקום הזוג ה – i  ו – (2n-2)! אפשרויות למיקום שאר הליצנים בהינתן המיקום של הזוג ה – i.
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 וכך הלאה. לכן הפתרון הוא: 
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)

(

)

!

2

2

!

!

2

0

k

n

k

n

n

k

n

n

k

k

-

×

-

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

-

å

=

.

הפתרון לסעיף ב' הוא אחד חלקי 
[image: image55.wmf]n
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 הפתרון לסעיף א', שכן כל אפשרות למיקום הליצנים נספרת בסעיף א' 2n פעמים.

7. הוכח: 
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פתרון: שני הצדדים מחשבים את מספר האפשרויות לבחור תת-קבוצה בגודל r של הקבוצה 
[image: image57.wmf]{
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 את קבוצת האפשרויות בהן i לא נבחר. 
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8. מהו המקדם של 
[image: image63.wmf]126

...

xxx

×××

 במכפלה  
[image: image64.wmf]6

126

1

(...)

i

i

xxxx

=

+++-

Õ

 ?
פתרון: כמספר פרמוטציות אי-סדר מלא על קבוצה בת 6 איברים, כלומר 
[image: image65.wmf](
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9. הוכיחו באופן קומבינטורי  ובאופן אלגברי:
1. 
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פתרון אלגברי: 
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פתרון קומבינטורי: נסמן ב – A את קבוצת תתי הקבוצות של 
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 שגודלן לכל היותר n. נגדיר 
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 היא פונקצית שקילות (דורש הוכחה). מספר האיברים ב – A הוא 
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2. 
[image: image72.wmf]  
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פתרון אלגברי: 
[image: image73.wmf](
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לכן 
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הסבר קומבינטורי: מספר האפשרויות לצבוע j+k כדורים מתוך n כדורים שונים בכחול, קטן או שווה למספר האפשרויות לצבוע k מהם בכחול ו – j מהם בתכלת. זאת משום שההתאמה שמתאימה לצביעה של k כדורים בכחול ו – j כדורים בתכלת את הצביעה שמתעלמת מההבדל בין כחול בתכלת, כלומר מתייחסת ל - j+k הכדורים הצבועים כאילו הם כחולים, היא התאמה על.

11.

1. רשום יחס רקורסיה ותנאי התחלה עבור מספר הדרכים להושיב מחדש n אנשים היושבים בשורה, כך שאף אדם לא יתרחק יותר מכסא אחד ממקומו המקורי (כלומר, כל אחד יישאר במקומו או יזוז כסא אחד ימינה או שמאלה).
פתרון: האדם בקצה השמאלי יכול להישאר במקומו, ואז יש an-1 אפשרויות לשאר האנשים להסתדר, או שהוא יכול להתחלף עם האדם מימינו, ואז יש an-2 דרכים להסתדר. לכן: 
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 ותנאי ההתחלה הם: 
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2. רשום יחס רקורסיה ותנאי התחלה עבור מספר הדרכים לחלק קבוצה של n אנשים לקבוצות, כך שבכל קבוצה בחלוקה יש איש אחד או שניים.
פתרון: 
[image: image77.wmf]1
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. האיש הראשון יכול להיות לבד, או ניתן לצרף אותו לכל אחד
מ – n-1 האנשים האחרים. לכן 
[image: image78.wmf](
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2. רשום יחס רקורסיה ותנאי התחלה עבור מספר המילים בנות n אותיות מהא"ב A, B, C שלא מופיעים בהן הרצפים:
1. AA

פתרון: מילה "חוקית" יכולה להתחיל ב – B, ב – C, ב – AB או ב – AC. לכן נוסחת הנסיגה היא: 
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2. AB

פתרון: מילה "חוקית" יכולה להתחיל ב – B, ב – C, או ב – A אבל לא ב - AB. לכן נוסחת הנסיגה היא: 
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. תנאי התחלה: 
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3. AA, BB

פתרון: נסמן ב – an את מספר המילים החוקיות באורך n. נסמן ב – bn את מספר המילים החוקיות באורך n שמתחילות ב – A. מטעמי סימטריה, bn הוא גם מספר המילים החוקיות באורך n שמתחילות ב – B. מילה חוקית באורך n מתחילה ב – A, B או C. לכן: 
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 כלומר: 
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. מילה חוקית שמתחילה ב – A היא מילה שמתחילה ב – AC או מילה שתחילתה A והמשכה מילה חוקית שתחילתה B. לכן 
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 ולפיכך 
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4. AB, CB

פתרון: מילה חוקית יכולה להתחיל ב – B, או ב – C אבל לא ב – CB, או ב – A אבל לא
ב – AB. לכן 
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5. AB, BC

פתרון: למילה חוקית יש שלוש אפשרויות. היא יכולה להתחיל ב – C, לכך יש an-1 אפשרויות. היא יכולה להתחיל ב – B, אבל לא ב – BC. לכך יש 
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 אפשרויות. האפשרות האחרונה היא שהיא מתחילה ב – A, ואחריה מילה חוקית שאינה מתחילה ב – B. מספר המילים החוקיות באורך n-1 שמתחילות ב – B הוא 
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. לפיכך מספר המילים החוקיות באורך n שמתחילות ב – A הוא 
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. אם נסכם את האפשרויות נקבל: 
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