מתמטיקה בדידה - תרגיל 7

1. חשב את עוצמת קבוצת כל הסדרות ההנדסיות האינסופיות של מספרים רציונליים (כלומר הסדרות ההנדסיות שכל אבריהן הינם מספרים רציונליים).
הסבר: כל סדרה הנדסית מוגדרת על-ידי שני מספרים רציונליים: המספר הראשון בסדרה והיחס בין שני מספרים עוקבים. לכן עוצמת קבוצת הסדרות החשבוניות כעוצמת 
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2. חשבו את עוצמת הקבוצות הבאות:
1. קבוצת כל הסדרות המתכנסות של מספרים ממשיים.
פתרון: נסמן ב – A את קבוצת כל הסדרות המתכנסות של מספרים ממשיים.
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נראה גם כי 
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 (זו הפונקציה שמתאימה לכל  r ממשי את הסדרה 
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). קל להיווכח כי  H1 היא חח"ע. לכן 
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2. קבוצת כל הסדרות הממשיות המתכנסות ל- 0.
פתרון: נסמן ב – B את קבוצת כל הסדרות הממשיות שמתכנסות ל – 0.
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. נראה גם כי 
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 (זו הפונקציה שמתאימה לכל  r ממשי את הסדרה 
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). קל להיווכח כי  H2 היא חח"ע. לכן 
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3. קבוצת כל הסדרות הממשיות שאינן מתכנסות .
פתרון: נסמן ב – C את קבוצת כל הסדרות הממשיות שאינן מתכנסות. 
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. נראה גם כי 
[image: image16.wmf]C

£

À

. נגדיר 
[image: image17.wmf]C

R

H

®

:

3

 להיות 
[image: image18.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

Î

Î

=

אחרת

1

n

  

אי

-

זוגי

0

0

.

.

3

n

r

N

n

R

r

H

l

l

 (זו הפונקציה שמתאימה למספר ממשי r את הסידרה 
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[image: image20.wmf]C

R

£

=

À

.
3. עבור כל אחד מזוגות הקבוצות הבאים הראו כי שתי הקבוצות שוות עוצמה זו לזו:

1. הריבוע    
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פתרון: נסמן את הקבוצה הראשונה ב – A, ואת השנייה ב – B. נגדיר 
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. התמונה של כל איבר ב – A היא אכן ב – B, שכן אם 
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נראה כי  f היא פונקציה שקילות על ידי מציאת פונקציה שהופכית לה. נגדיר 
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. קל להיווכח כי  g היא ההופכית של   f.
2. העיגול  
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פתרון: נסמן את הקבוצה הראשונה ב – C, ואת השנייה ב – D. נגדיר 
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. התמונה של כל איבר ב – C היא אכן ב – D, שכן אם
x2 + y2 < 1  אז  (2x)2 + (2y)2 < 4.

נראה כי f2 פונקצית שקילות על-ידי מציאת פונקציה שהופכית לה. נגדיר  
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. לכל  <z,w> איבר ב – D מתקיים 
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. קל להיווכח כי  g2 היא ההופכית של   f2.
4. חשב את עוצמת הקבוצות הבאות:
1. 
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פתרון: תהי 
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R

H

Q

®

:

1

 הפונקציה המתאימה לכל פונקציה 
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 את הפונקציה שמתאימה לכל איבר ב – R את f(x) אם x רציונלי ו – 1 אחרת. הפונקציה H1 היא פונקציה שקילות. לכן 
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פתרון: תהי 
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 הפונקציה המתאימה לכל פונקציה 
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 את הפונקציה שמתאימה לכל איבר ב – R את f(x) אם x אי-רציונלי ו – 1 אחרת. הפונקציה H2 היא פונקציה שקילות. לכן 
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3. 
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פתרון: תהי 
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 הפונקציה המתאימה לכל זוג פונקצות 
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 את הפונקציה שמתאימה לכל איבר ב – R את f(x) אם x רציונלי ואת g(x) אחרת. הפונקציה H3 היא פונקציה שקילות. לכן 
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4. עיגול במישור מוגדר להיות קבוצת נקודות 
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 עבור a, b  ממשיים כלשהם ו–  r > 0. תהי C קבוצה של עיגולים זרים במישור. הוכח כי 
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פתרון: פונקציה המתאימה לכל עיגול ב – C נקודה ב - 
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5. מעגל במישור מוגדר להיות קבוצת נקודות 
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 עבור a,b ממשיים כלשהם ו–  r > 0. תהי C קבוצה של מעגלים זרים במישור. האם בהכרח 
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פתרון: לא. תהי C הקבוצה 
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. כל המעגלים ב – C זרים. הפונקציה שמתאימה לכל מספר ממשי r את המעגל 
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 היא פונקצית שקילות. לכן 
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5. מה עוצמת קבוצת כל התוכניות בשפת C?
פתרון: יהי L מספר התוים על ה – keyboard. "מספר" התוכניות בשפת C חסום על-ידי "מספר" המחרוזות הסופיות שניתן ליצור מ – L תווים. קבוצת המחרוזות שניתן ליצור
מ – L התווים היא איחוד  Ai -  קבוצת המחרוזות באורך i שניתן ליצור מ – L התווים
ב – keyboard. עוצמת כל Ai היא Li ולכן עוצמת האיחוד היא 0א (איחוד בן מניה של קבוצות סופיות). מכאן שעוצמת קבוצת כל התוכניות בשפת C חסומה על-ידי 0א.

כיון שקבוצת התוכניות ב – C היא אינסופית (כוללת את התכנית שמדפיסה את המספר i לכל 
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