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נוסחאות

אי שוויון Markov:

אם X משתנה מקרי אי-שלילי אז:
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אי שוויון Chebyshev:

לכל משתנה מקרי מתקיים:
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אי שוויון Chernoff:

אם 
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(כלומר X הוא סכום של n משתנים מקריים בלתי תלויים, כל אחד בסיכוי p שווה 1 ובסיכוי      (1-p) שווה ל-0, וכן E[X] =np   )
אז:
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1.

נגדיר את L*  להיות קבוצת כל המילים שהן שרשור של מספר כלשהו של מילים מ-L (כולל את המילה הריקה שהיא שרשור של אפס מילים).

לדוגמה, אם L  היא הקבוצה {00,01,10,11}, אז L* היא שפת כל המילים מעל {0,1} באורך זוגי.
הוכיחו את הטענות הבאות:

א. 

אם L שייכת ל-NP אז גם L* שייכת ל-NP.


ב.

אם L שייכת ל-PAR אז גם L* שייכת ל-PAR.

תזכורת: PAR היא המחלקה של כל השפות שניתנות להכרעה על ידי מספר פולינומי של מעבדים, בזמן מקבילי פולי-לוגריתמי.



ג.

אם L שייכת ל-co-NP אז גם L* שייכת ל-co-NP.


2. 

א.
הראו רדוקצית Search to Decision עבור השפה SAT (Self Reduction עבור SAT).
כלומר הראו מכונת אורקל פולינומית M כך ש-MSAT מקבלת בקלט נוסחת CNF ומחזירה השמה מספקת לנוסחה אם יש כזו, או Reject אחרת. הוכיחו נכונות.

ב.

צ"ל:

אם יש מכונת הכרעה BPP לשפה L, שלכל קלט x נותנת תשובה נכונה בהסתברות לפחות 2/3 
אז יש מכונה הכרעה BPP לשפה L, שלכל קלט x נותנת תשובה נכונה בהסתברות לפחות 1-2-|x| .


ג.

צ"ל:

אם 
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 אז  NP = RP



3.

א.

אם כל בעיה NP קשה היא גם PSPACE קשה אז NP = PSPACE.

הטענה:

נכונה      לא נכונה      שקולה לבעיה פתוחה
(מחקו את המיותר)


ב.

אם 
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  אז 
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הטענה:

נכונה      לא נכונה      שקולה לבעיה פתוחה
(מחקו את המיותר)


ג. 
אם 
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  אז 
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הטענה:

נכונה      לא נכונה      שקולה לבעיה פתוחה
(מחקו את המיותר)

4.

בעיית Weighted Set-Cover היא כמו בעיית Set-Cover, אלא שלכל קבוצה יש מחיר חיובי (המחירים יכולים להיות שונים זה מזה). כלומר:

קלט: n איברים {1,…,n} , m תתי קבוצות של האיברים A1,…,Am ומחירים לקבוצות C1,…,Cm.
מטרה: לבחור תתי קבוצות שאיחודן כולל את כל n האיברים, וסכום מחיריהן הוא מינימלי.
א.

נניח ש 
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.  הוכיחו שקיים קבוע 1>C   כך שלא ניתן לקרב את הבעיה הנ"ל, עד כדי פקטור C בעזרת אלגוריתם פולינומיאלי. 


נתאר את האלגוריתם החמדן . האלגוריתם מחזיק רשימה S של קבוצות Ai,  שהיא הפתרון המוצע עד כה על ידי האלגוריתם. בהתחלה S ריקה.  נניח אנו מחזיקים בפתרון החלקי S. 
(1) נסמן ב T את האברים שמכוסים ע"י קבוצות מ S. נגדיר את התועלת bi של קבוצהAi   להיות |Ai\T| /Ci , כלומר מספר האברים החדשים שהקבוצה Ai מכסה חלקי מחיר הקבוצה. 
 (2) נבחר את הקבוצה Ai עם התועלת הגבוהה ביותר ונצרף אותה ל-S.
(3) אם T  מכיל את כל n האיברים נסיים ונחזיר את S, אחרת נחזור ל-(1) .
ב.  נסתכל על הקלט הבא:

n איברים 1,…,n ,  וn+1  קבוצות A1,…,An+1.
לכל i בין 1 ל-n, הקבוצה Ai מכילה את האיבר i ומשקלה 1/i.

הקבוצה An+1 מכילה את כל n האיברים ומשקלה  הוא 2.

הראו שלאלגוריתם החמדן על הקלט הנ"ל  יחס קרוב לוגריתמי ולא טוב יותר.


ג. 
הראו שאם אפשר לפתור בעיה עם n איברים במחיר OPT אז יש קבוצה Ai המכילה ni איברים ומחירה Ci, כך שהתועלת שלה ni/Ci היא לפחות n/OPT.


ד.
הוכיחו שהאלגוריתם החמדן מבטיח יחס קרוב 
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