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משך המבחן: שלוש שעות.
חומר סגור, ללא שימוש במחשבונים.
נא לכתוב מספר מחברת  ו-ת.ז. בראש כל עמוד.

תשובות לשאלות יש לתת בטופס זה בלבד.

מחברת הבחינה תשמש לטיוטה בלבד ולא תיבדק.

במבחן 4 שאלות. כל שאלה 25 נקודות.
בכל שאלה אפשר להסתמך על נכונות סעיפים קודמים, גם אם לא פתרת אותם.
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אי שוויון Markov:

אם X משתנה מקרי אי-שלילי אז:
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אי שוויון Chebyshev:

לכל משתנה מקרי מתקיים:
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אי שוויון Chernoff:

אם 
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(כלומר X הוא סכום של n משתנים מקריים בלתי תלויים, כל אחד בסיכוי p שווה 1 ובסיכוי      (1-p) שווה ל-0, וכן E[X] =np   )
אז:
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1.

א. הראו פרוטוקול מוודא מוכיח עם סיבוב אחד עבור הבעיה Graph-Non-Isomorphism עם טעות חד צדדית לכל היותר ¼ .
מותר להניח שלמוודא מותר להחזיק מטבעות סודיים.
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ב.

הראו רדוקציה עצמית עבור בעיית Graph Isomorphism, כלומר הציגו רדוקציה פולינומיאלית מבעיית החיפוש לבעיית ההכרעה.

[image: image8]

2. 
א.

נתאר את האלגוריתם הבא:

קלט: גרף לא מכוון G על הצמתים {1,…,n} . השכנים של כל צומת נתונים ברשימה סדורה.
האלגוריתם:
i. נתחיל מהצומת 1 ונעבור לשכן הראשון שלו.
ii. אם הגענו לצומת v מהשכן ה-t שלו, אז נעבור לשכן t+1 של v ונדפיס את הקשת עליה עברנו (אם ל-v יש דרגה t נעבור לשכן הראשון שלו).

iii. אם קשת הודפסה בפעם השלישית נעצור. אחרת נחזור ל-ii.

הראו שניתן לממש את האלגוריתם הנ"ל במכונת טיורינג דטרמיניסטית, תוך הסתפקות במקום עבודה לוגריתמי.

[image: image9]
ב.
 הראו שאם הקלט G הוא עץ, אז כל קשת מודפסת בדיוק פעמיים (למעט האחרונה שמודפסת שלוש פעמים).

[image: image10]
ג.

תזכורת: גרף עם n קודקודים הוא עץ אם"ם הוא קשיר ומספר צלעותיו הוא n-1.

נגדיר את הבעיה הבאה IsTree:

קלט: גרף G.

שאלה: האם G הוא עץ.

צ"ל: 
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3.

א.

נגדיר את המחלקה WeakBPP (בקיצור WBPP) להיות מחלקת כל השפות L שיש עבורן מכונת טיורינג M עם האפיון הבא:
M מחזירה True, False או Quit ומתקיים:
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(כאשר r הם המטבעות האקראיים של המכונה ו-n הוא |x|).

צ"ל: BPP = WBPP
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ב.

צ"ל:

קיים אורקל O כך ש- 
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4.
תהי H בעיית מקסימיזציה.

א. 

הוכיחו או הפריכו את הטענה הבאה.

טענה:

אם Gap-H-[a,b] היא NP-קשה, אז אין אלגוריתם קרוב דטרמיניסטי פולינומיאלי עבור H שמבטיח יחס קרוב טוב יותר מ-a/b אלא אם P=NP.

[image: image17]
ב. 

הוכיחו או הפריכו את הטענה הבאה.

טענה:

אם P≠NP  וגם אין אלגוריתם קרוב דטרמיניסטי פולינומיאלי עבור H שמבטיח יחס קרוב טוב יותר מ-a/b 

אז אין אלגוריתם דטרמיניסטי פולינומיאלי עבור Gap-H-[a,b].

[image: image18]

Bin-Packing היא הבעיה הבאה:

קלט: n מספרים a1,…,an ומספר נוסף B.

מטרה: למצוא חלוקה של n המספרים למספר מינימלי של קבוצות, כך שסכום המספרים בכל קבוצה הוא לכל היותר B.

נציע את האלגוריתם החמדן הבא עבור Bin-Packing:

נעבור על n המספרים לפי סדר הופעתם בקלט.

לכל מספר כזה, נבדוק האם יש קבוצה שאפשר להוסיף אותו אליה (כך שגודל הקבוצה לא יחרוג מ-B).

אם מצאנו כזו – נוסיף אותו אליה. אם לא מצאנו כזו – הוא יגדיר קבוצה חדשה.
ג.
הראו שבכל שלב בריצה יש לכל היותר קבוצה אחת שסכומה קטן מ-B/2.

[image: image19]
ד. 

הסיקו שהאלגוריתם הנ"ל מוצא פתרון בגודל לכל היותר+ 1  2| OPT | כאשר | OPT | הוא גודל הפתרון האופטימלי.
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הוכחה: כפי שראינו בכיתה, בעזרת א"ש Chernoff ניתן להפוך כל אלגוריתם BPP לאלגוריתם BPP הטועה בהסתברות לכל היותר  2-n. ברור כי אלגוריתם כזה מקיים הגדרת WBPP ולכן כל שפה ב BPP שייכת ל WBPP. 





בכיוון השני: ניקח אלגוריתם WBPP כלשהו ונריץ אותו n3 פעמים. נקבל אם"ם מספר הפעמים שהאלגוריתם ענה True הוא לפחות 1.5n2. אם הקלט בשפה נצפה כי לפחות 2n2 מהריצות יחזירו כן, בעוד שאם הקלט לא בשפה נצפה ללכל היותר n2. מא"ש Chernoff נקבל כי הסיכוי לסטיה של ½ n2 הגרלות מתוך n3 הגרלות הוא  2e^{-2(½ n-1)2n3}<1/3, ולכן זהו אלגוריתם BPP, כנדרש.





הוכחה: נשים לב כי אם G הוא עץ אזי הלגוריתם מבצע DFS של העץ ששורשו הוא הצומת הראשון של G. לכן האלגוריתם עובר על קשת בדיוק פעמיים, פעם בדרך למטה ופעם למעלה. לבסוף יחזור האלגוריתם לצומת 1, וילך על הקשת הראשונה אותה חצה שוב (כלומר בפעם השלישית) ואז יעצור.


נשים לב כי אם הקלט הוא עץ אזי מתבצעים בדיוק 2(n-1)+1 צעדים.














הוכחה:


נממש את האלגוריתם כלשונו כאשר בכל שלב נשמור את הקודקוד בו אנו נמצאים ואת מספר הצעדים שביצענו מתחילת הריצה. נניח כי הדפסנו את הקשת (u,v). נרשום את u,v ונריץ את האלגוריתם מההתחלה. אם כבר הדפסנו את (u,v) פעמיים, נעצור. נשים לב כי היות שאנו יודעים את מספר הצעדים שבצענו המושג "הדפסנו" מוגדר היטב. כמו כן נשים לב כי האלגוריתם לא מבצע יותר מ2m+1 צעדים (כאשר m הוא מספר הצלעות) לכן ניתן לממש את מונה הצעדים במקום לוגריתמי (כי logm=O(logn)). חוץ מהמונה משתמשים בעוד O(logn) מקום בכדי לשמור צומת נוכחי וקשת אותה אנו בודקים. סה"כ זה מקום לוגריתמי, כנדרש.





הפרוטוקול:


לפרוטוקל שנלמד בכיתה יש טעות חד-צדדית ½. אם נחזור על אותו פרוטוקול במקביל פעמיים  ונקבל את הקלט רק אם שתי הריצות קבעו כי הגרפים איזומורפים, נקבל פרוטוקול עם טעות חד-צדדית ¼.





בהינתן שני גרפים G ו H בגודל n. 


1. נבחר קודקוד כלשהו של G, נסמנו ב v. נסמן ב d את הדרגה המקסימלית של קודקוד ב G


     2. לכל קודקוד u של H:


         נוסיף ל G d+1 צמתים ונחברם לv.


         נוסיף ל H d+1 צמתים ונחברם לu. 


          נשתמש באלגוריתם ההכרעה בכדי לבדוק האם שני הגרפים החדשים איזומורפים. נשים לב כי אם הם


          איזומורפים, אזי u חייב להיות מזווג ל v. כמו כן, אם הגרפים איזומורפים אזי חייב להיות קודקוד u 


          עבורו שני הגרפים החדשים יהיו איזומורפים. לכן, אם כל הבדיקות נכשלו נחזיר F. אם אחת הצליחה אזי


          אזי נמשיך ברקורסיה עם שני הגרפים החדשים.  





 בסוף הריצה האיזומורפיזם בין G ל H יהיה מקודד לפי הדרגות של הקודקודים. נשים לב כי בכל שלב גודל הגרפים הינו פולינומיאלי בגודל הגרפים המקוריים. 


  


              





נכונות: היות שלפרוטוקול שנלמד בכיתה יש טעות חד-צדדית, גם לפרוטוקל החדש יש טעות חד-צדדית. כמו כן הואיל ולפרוטוקול שנלמד בכיתה יש טעות 1/2 ואנו חוזרים על הפרוטוקול פעמיים באופן ב"ת הסיכוי לטעות בשני הסיבובים הוא 1/4.








הטענה		נכונה		לא נכונה		(הקיפו בעיגול)[


הוכחה: נלמד בכיתה ובתרגיל בית.








הוכחה: נראה כי האלגוריתם מוצא פתרון בגודל לכל היותר 2|OPT|. נניח כי בסוף הריצה האלגוריתם השתמש ב k תאים. קל להסיק מהטענה הקודמת כי סכום גדלי האיברים בתאים הוא לפחות k/2. כמובן שאין דרך לשים איברים שסכום גודלם לפחות k/2 בפחות מ k/2 תאים ולכן


 >= k/2 OPT. במילים אחרות הפתרון הוא לכל היותר 2|OPT|.











הוכחה: נראה תוצאה חזקה יותר: לכל זוג קבוצות, סכום האיברים השייכים להם הוא לפחות 1.


 זה חייב להיות נכון, כי אם i<j  והסכום בקבוצהi  ובקבוצה j קטן מאחד , אזי את  האיברים בקבוצה j היה ניתן להוסיף לקבוצה i, בסתירה לאלגוריתם.








הטענה		נכונה		לא נכונה		(הקיפו בעיגול)


הוכחה: הטענה אינה נכונה. לדוגמא את Max-3SAT קשה לקרב בפקטור 0.9, אולם ניתן להבחין


(בקלות) בין נוסחא בה ניתן לספק 0.1 מההסגרים לבין נוסחא בה ניתן לספק 0.09 מההסגרים, כי בכל נוסחת Sat ניתן לספק לפחות חצי מההסגרים.





אם ניקח בתור O שפה שלמה ב  PSPACE (לדוגמאTQBF ) נקבל NPO=PO, כפי שנילמד בכיתה.





הוכחה: קודם כל נספור כמה קשתות יש בגרף (במקום לוגריתמי). אם מספרן אינו n-1 , נדחה. אם הוא כן אזי מספיק לבדוק האם רכיב הקשירות של צומת כלשהו הוא עץ. נבחר בצומת מספר 1, ונריץ את האלגוריתם שתואר בסעיף א'. בכל שלב בו האלגוריתם מדפיס קשת נבדוק האם אחד מהקודקודים הוא 2. אם מצאנו את 2 אזי 2 ברכיב הקשירות של 1. אם אחרי 2(n-1)+1 צעדים 2 עדיין לא הודפס אזי הקלט אינו עץ או אינו קשיר. אחי שוידאנו כי 2 ברכיב של 1 נריץ שוב את האלגוריתם בכדי לודא ש 3 ברכיב של 1, וכן הלאה לגבי כל שאר הקודקודים בגרף. כמובן, שבכל ריצה אנו ממחזרים זיכרון ולכן סה"כ משתמשים במקום לוגריתמי.
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