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מספר מחברת:

20.6.2003

כ' סיון תשס"ג

בחינה בסיבוכיות

סמסטר ב' 2003 מועד א'
מרצה: ד"ר אמנון תא-שמע

מתרגל: עודד שוורץ

משך המבחן: שלוש שעות.

חומר סגור, ללא שימוש במחשבונים.

נא לכתוב מספר מחברת  ו-ת.ז. בראש כל עמוד.
תשובות לשאלות הפתוחות יש לתת בטופס זה בלבד.

מחברת הבחינה תשמש לטיוטה בלבד ולא תיבדק.

בהצלחה

	ניקוד
	שאלה

	
	1

	
	2

	
	3

	
	4

	
	סה"כ


1. (25 נק') נגדיר את בעיית כיסוי בקליקות:

קלט: גרף G.

בעיה: מצא את המספר המינימלי k כך שניתן לחלק את צמתי G ל-k קבוצות זרות, והגרף המושרה על כל קבוצה הוא קליקה. 
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2. (25 נק')
א.  (12 נק') הראו שהטענה P(NP אינה ניתנת להוכחה בטיעונים רלטיויסטים, כלומר יש אורקל O כך ש:
PO=NPO
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ב. (13 נק') הוכיחו ש: NL (PSPACE


3.  (25 נק')


ג. ראינו בקורס שלכל שפה במחלקה PSPACE יש פרוטוקול IP, שבו יש מוכיח  בעל כח חישובי של  PSAPCE שיכול להוכיח שייכות של כל x בשפה. 
כלומר מערכת הוכחה פולינומיאלית (P,V) שבה:


השתמשו בהגדרות שנתתם והוכיחו ש:
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עבור L שפה ב-PSPACE:


4. תהי 3SAT(3) הבעיה הבאה:
קלט: נוסחת 3-CNF שבה כל משתנה מופיע לכל היותר 3 פעמים.

שאלה: האם הנוסחה ספיקה.

א. (10 נק')  הוכיחו שהבעיה היא NP-hard.


ב. (15 נק')  הראינו בכיתה שקיים (>0 כך ש: 
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 היא NP קשה

(כלומר הקלט הוא 3-CNF וכל משתנה מופיע לכל היותר 29 פעמים).

הראו שקיים (’>0 כך ש: 
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 היא NP קשה.

רמז: אפשר לנסות עבור 
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(2 נק')  V הוא מכונה: שרצה בזמן פולינומיאלי, עם גישה למטבעות אקראים.











(2 נק')  P הוא מכונה: במחלקה PSPACE.








ב. (3 נק') הגדירו את המחלקה P|Poly: כל השפות L שניתנון להכרעה על ידי מעגלים פולינומיאלים. כלומר לכל n יש מעגל בגודל פולינומיאלי ב-n שמחשב נכון את השייכות ל-L של כל קלט באורך n.





הוכחה:


נשתמש ברדוקציה מהסעיף הקודם.


(


אם  ( ספיקה אז כמו בסעיף הקודם  (’ ספיקה גם כן.








(


נניח שבכל הצבה ל- ( לפחות (m מ-m ההסגרים לא מסתפקים.


נסתכל על הצבה A’ ל- (’ שמספקת מספר מקסימלי של הסגרים.


נתאים לה הצבה A ל-( באופן הבא:


אם כל המשתנים החדשים שמתאימים למשתנה מקורי x קיבלו אותו ערך בהצבה A’ – x יקבל את אותו הערך. אחרת x יקבל ערך כלשהו (נניח T).


A מספקת ב-( לכל היותר (1-()m מההסגרים. נסתכל על (m ההסגרים ב-(’ המתאימים ל-(m ההסגרים שלא סופקו ב-(. על כל הסגר כזה שכן הסתפק בהצבה A’ – יש מעגל גרירה לא עקבי (כלומר לפחות לאחד מהמשתנים בהסגר יש ערך הפוך מלמשתנה חדש אחר של אותו משתנה מקורי).


מעגל  לא עיקבי אחד יכול להסביר לכל היותר 29 הסגרים כאלה. אם מעגל גרירה אינו עקבי אז לפחות הסגר אחד שלו לא מסופק. לכן:


 


מספר הסגרים לא מסופקים במעגלי גרירה  ( 29 


+ 


מספר הסגרים לא מסופקים ב-(’ שאינם במעגלי גרירה 





( מספר הסגרים לא מסופקים ב-(





(  (m





לכן מספר ההסגרים שלא מסופקים ב-( הוא לפחות � EMBED Equation.DSMT4  ���








הוכחת נכונות:





ברור ש- � EMBED Equation.DSMT4  ��� (כי מכונה פולינומיאלית דטרמיניסטית עם אורקל ל-PSPACE היא מקרה פרטי של מכונה כנ"ל שאינה דטרמיניסטית).





מצד שני  � EMBED Equation.DSMT4  ��� (הראינו בכיתה ש � EMBED Equation.DSMT4  ��� וברור ש - � EMBED Equation.DSMT4  ���).





האורקל הוא: PSPACE 





הוכחה:





NL (  DSPACE(O(log2 n))    (משפט Savitch).





DSPACE(O(log2 n)) ( DSPACE(n2)   (היררכיה הזיכרון).





DSPACE(n2) ( PSPACE





לכן


NL  (  PSPACE




















הוכחה:


נראה רדוקציה:    3SAT(3) (p 3-SAT.





בהנתן נוסחה ( נבנה את הנוסחה    (’ הבאה.


עבור כל משתנה x שמופיע יותר מ-3 פעמים נבצע את הפעולה הבאה:


נחליף כל מופע שלו במשתנה חדש (לדוגמה x1,x2,…,xt) ונוסיף הסגרים שמשמעותם היא מעגל גרירות:





x1 (  x2, x2 (  x3,…, xt-1 (  xt, xt (  x1





(כל גרירה   x(y ממומשת על ידי ההסגר � EMBED Equation.DSMT4  ���  ).





ברור שהרדוקציה פולינומיאלית, וברור שכל משתנה בנוסחה החדשה מופיע בשלושה הסגרים לכל היותר (בהסגר אחד שמתאים להסגר מקורי ובשני הסגירם במעגל הגרירה).





נכונות.


(


אם ( ספיקה, אז ניקח הצבה שמספקת את (, וניתן את ההצבה המתאימה ל-(’ (כלומר כל המשתנים החדשים שמתאימים לאותו משתנה מקורי מקבלים את אותו הערך). ברור שכל ההסגרים שמתאימים למעגל גרירות מסתפקים (כי כל המשתנים שם מקבלים אותו ערך), וכן כל ההסגרים שמתאימים להסגרים מקוריים מסתפקים (כי מקבלים את אותה הצבה שסיפקה את ההסגרים המקוריים).


(


אם (’ מסתפקת על ידי הצבה כלשהי, אז בהכרח לכל מעגל גרירה כל הסגריו מסתפקים לכן כל המשתנים בו מקבלים אותו ערך. נפרש את הערך הזה כהצבה למשתנה המתאים בנוסחה (. כל הסגר חדש שמתאים להסגר ישן הוא מסופק, לכן כל הסגר ישן מסתפק על ידי ההצבה שבנינו.





(2 נק')  אם x(L אז:  כל המוכיחים ( P* (    V מחזיר “No” בהסתברות אקספוננציאלית קרובה ל-1.








(2 נק')  אם x(L אז:  האסטרטגיה של-P תגרום ל- V להחזיר “Yes” בהסתברות אקספוננציאלית קרובה ל-1.








ד. (6 נק')  פרוטוקול MA עבור L:





מרלין ישלח: 


את עצמו, כלומר את המעגל הפולינומיאלי שמתאר אותו (קיים כזה, כי ל.ה.כ. מרלין ב-PSPACE לכן לפי ההנחה הוא גם ב-P|Poly).





ואז ארתור:


יציב את x בכניסה למעגל ויחשב את התוצאה.








א. (3 נק') הגדירו את המחלקה MA: כל השפות  L שיש להן פרוטוקול MA,  כלומר בהינתן x, מרלין (כל יכול) שולח הוכחה לארתור (פולינומיאלי, רנדומי), וארתור רואה את x ואת הודעת מרלין, אומר האם x שייך לשפה L וטועה בהסתברות אקספוננציאלית קטנה (באורך של x).





ה. (1 נק')  נכונות הפרוטוקול:


אם x(L:


ארתור יקבל את המעגל, ובעזרתו ידמה את ריצת הפרוטוקול ויחזיר “Yes” בהסתברות אקספוננציאלית קרובה ל-1 (אותה הסתברות של פרוטוקול IP).





ו. (4 נק')  נכונות הפרוטוקול:


אם x(L:


אם מרלין לא שולח מעגל – ארתור מחזיר “No”. 


כל מעגל שמרלין שולח – ארתור משתמש בו כמו במקרה ש-x בשפה. 


בפרוטוקול  IP   V היה עונה “No” בהסתברות אקספוננציאלית קרובה ל-1, לכל מוכיח P. לכן ארתור יענה “No” בהסתברות אקספוננציאלית, לכל מעגל שיקבל.





א. (10 נק') הראו שהבעיה היא NP-hard


הרדוקציה:


הרדוקציה מבעיית 3-Col: בהנתן קלט (גרף G) נחזיר את G’ הגרף המשלים (אותם צמתים, קבוצת הקשתות המשלימה) ואת המספר 3.





ב. (5 נק') הוכחת נכונות:





אם G הוא 3-צביע, אז כל מחלקת צבע מגדירה קבוצה בלתי תלויה של צמתים ב-G לכן בדיוק אותן 3 קבוצות הן שלוש קליקות ב-G’ שמכסות את כל צמתיו.


אם יש 3 קליקות ב-G’ שהאיחוד של צמתיהן הוא כל צמתי G’ אז ב-G אלה בדיוק 3 קבוצות ב"ת, לכן מגדירות 3-צביעה חוקית עבור G.





ג. (10 נק') הראו שקשה להבדיל האם k (3 או k(4 והסיקו שאין אלגוריתם קרוב 


פולינומיאלי שמבטיח יחס קרוב 1.3 (בהנחה ש-P(NP) :





לפי הרדוקציה, זו בדיוק הבעיה gap-[3,4]-Min-Col. 


אבל זו בדיוק בעיית 3-Col שהיא NP קשה. 


לכן קשה להבדיל האם k (3 או k(4, כלומר אין אלגוריתם קרוב פולינומיאלי עם יחס קרוב טוב יותר מ-4/3  (בהנחה ש-P(NP).
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