מתמטיקה בדידה – תרגיל מספר 6 - פתרונות

1. על Z נגדיר שני יחסים: T,S :
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 כפולה של 5.
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 כפולה של 5.

הוכח או הפרך:

1. S הוא יחס שקילות
פתרון: נכון, S הוא יחס שקילות. xSx שכן 0 הוא כפולה של 5. אם xSy אז x-y כפולה של חמש, ואז גם y-x כפולה של 5, ולכן ySx. אם xSy וגם ySz אז x-y וגם y-z כפולות של חמש, ולכן גם הסכום בינהן x-z הוא כפולה של 5, כלומר xSz. מספר מחלקות השקילות השונות הוא חמש: 
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2. T הוא יחס שקילות
פתרון: לא נכון. היחס אינו רפלקסיבי. לא מתקיים למשל 1T1.
3. 
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 הוא יחס שקילות
פתרון: נכון. היחס רפלקסיבי שכן לכל x, xSx, ובפרט 
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. היחס סימטרי: אם 
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 אז xSy או xTy. אם xSy, אז מסימטריות של S, ySx. אם xTy, אז x+y כפולה של חמש ולכן y+x גם כפולה של חמש. לכן בשני המקרים מתקיים 
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. היחס טרנזיטיבי. נניח 
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 וגם 
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. אם xSy וגם ySz אז מהטרנזיטיביות של S, גם xSz. אם xSy וגם yTz, אז x-y ו – y+z כפולות של חמש. לכן גם הסכום בינהם, x+z הוא כפולה של חמש ולכן xTz. באופן דומה אם xTy וגם ySz אז xTz. אם xTy וגם yTz אז x+y וגם y+z כפולות של חמש, ולכן גם ההפרש בינהם, x-z כפולה של חמש. לכן xSz. מספר מחלקות השקילות השונות הוא שלוש: כל המספרים שהשארית שלהם בחלוקה לחמש היא אפס שקולים זה לזה. כל המספרים שהשארית שלהם בחלוקה לחמש היא אחת שקולים זה לזה, והם גם שקולים לכל המספרים שהשארית שלהם בחלוקה לחמש היא ארבע. כל המספרים שהשארית שלהם בחלוקה לחמש היא שתיים שקולים זה לזה, והם גם שקולים לכל המספרים שהשארית שלהם בחלוקה לחמש היא שלוש.
2. היחס R על A הוא סימטרי ואנטי סימטרי חלש אם ורק אם 
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הוכחה: נניח A סימטרי ואנטי סימטרי:
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הכיוון השני ברור.
3. הראו כי היחס מעל N, 
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 הוא יחס שקילות. מהן מחלקות השקילות?
פתרון: 

1. לכל a, aRa.

2. אם aRb אז או ש a=b ואז מתקיים גם bRa, או ש: ab הוא אי זוגי ואז גם ba הוא אי זוגי.

3. אם aRb וגם bRc: אם a=b או b=c ברור כי aRc. אחרת, ab אי זוגי וגם bc אי זוגי. לפיכך a,b,c אי זוגיים ומכאן ac גם אי-זוגי.

כל מספר זוגי שקול רק לעצמו, ואילו כל המספרים האי זוגיים שקולים זה לזה. מכאן:
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4. יהי 
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 יחס שקילות, כך שהיחס המשלים 
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 טרנזיטיבי. כמה איברים בקבוצת המנה 
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פתרון: נראה כי יש רק מחלקת שקילות אחת (כלומר בקבוצת המנה יש רק איבר אחד). נניח בשלילה יש יותר ממחלקת שקילות אחת. יהי x איבר ממחלקת שקילות אחת, ו – y איבר ממחלקת שקילות אחרת. לא מתקיים xSy וכן לא מתקיים ySx. לכן 
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. מהטרנזיטיביות של 
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 בסתירה לכך ש: 
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5. הראו באופן ישיר (על-ידי מציאת פונקצית שקילות והוכחה כי היא אכן כזו) כי:
a.
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פתרון: נגדיר 
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 חח"ע: נניח 
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. מכאן 
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. מכאן 
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. מכאן 
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 מספר זוגי. לפיכך 
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 על: יהא 
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פתרון: נגדיר 
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 על-ידי 
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נראה כי פונקציה זאת היא פונקציה שקילות. נגדיר 
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. קל לראות כי  g2 היא ההופכית של  f2.

c.
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פתרון: נגדיר 
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הפונקציה חח"ע. נניח הפונקציות 
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 שוות. בפרט הן שוות עבור i – ים זוגיים, ולכן 
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 . בפרט הן שוות עבור i – ים אי-זוגיים, ולכן 
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הפונקציה על. תהא 
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פתרון: נגדיר 
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שימו לב כי 
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 הוא תמיד בין 0 ל – 3 כנדרש.

נראה כי H2 היא פונקצית שקילות. נגדיר 
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. קל לראות כי G2 היא הפונקציה ההופכית של  H2.
6. הוכיחו: 
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הוכחה: קיימת  

 הפיכה, 

 הפיכה נבנה:
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7.א. הוכיחו:  [0,1]~[0,1)
פתרון: 

  פונקציה הפיכה.
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ב. הראו כי 
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הוכחה: 
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 היא חח"ע ועל.
g,f הפיכות לכן חח"ע
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